












های آزمون مرحلة دوم سی و پنجمين المپياد رياضی ايرانحل سؤالراه

١

  به نام او
های آزمون مرحلة دوم سی و پنجمين المپياد رياضی آمده است. در اين مورد لازم است حل سؤالراه ،در ادامه

  به چند نکته اشاره شود:
حل درستی نيست و هر راه هايناهای اين سؤالات محدود به حلراه ز نظر کميتة علمی المپياد رياضیا .1

 واهد گرفت.مورد قبول قرار خ
ها و در طول تصحيح تا قبل از شروع تصحيح برگه ،علمی المپياد رياضی و تيم مصحح هر سؤال تةکمي .2

د.نها توجه داشته باشبندی به آنند و در بارمنهای ديگر را نيز شناسايی کحلد کرد راهنتلاش خواه
را هدف اين است که دبيران آيد ممکن است در بيان برخی جزئيات کامل نباشد زيچه در ادامه میآن .3

دارند آن را به اطلاع کميتة  یديگر حلشوند و اگر راه آشنا هاحلراه کلياتآموزان عزيز با و دانش
 علمی المپياد رياضی برسانند.

های حلحتماً راه دقت و منظم بنويسيد.ارسال کنيد، آن را با یجديد حلراه خواهيدلطفاً اگر می .4
حل تکراری اجتناب کنيد.فرماييد و از فرستادن راه موجود را مطالعه

 با تشکر،
کميتة علمی المپياد رياضی

  ۱۳۹۶ارديبهشت 
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). در اين سؤال منظور از ۱ ),a bعليه مشترک دو عدد ترين مقسوم، بزرگa  وb .است 
i, هر برای که ندارد وجود طبيعی اعداد از و... a1 ،a2 ،a3دنبالة  کنيد ثابت )الف j ∈ که  `

i j<  
( ), .i ja j a i+ + = 1 

 دارد وجود طبيعی اعداد از و... a1 ،a2 ،a3دنبالة  کنيد و فرد باشد. ثابت اول عددی p گيريم )ب
i, هر برای کهطوریبه j ∈ iکه ، ` j< ، عبارت( ),i ja j a i+   پذير نباشد.بخش pبر  +

  راه حل:
௜ܽ)همگی زوج يا همگی فرد باشند  ௝ܽو  ݆، ௜ܽ، ݅ اگر الف) + ݆, ௝ܽ + پس به جز حداکثر  شود.زوج می (݅

فرد  ௝ܽزوج و  ௜ܽ ج باشد وزو ݆فرد و  ݅وجود دارند که  ݆و  ݅ متفاوت است پس ௜ܽو  ݅زوجيت  ݅دو مقدار 
൫ܽ௜ مجدداًباشد که  + ݆, ௝ܽ + ݅൯ شود.زوج می  

  دنباله را چنين می سازيم: ب)
ܽ௡ = ݊݌ − ݊ + ۱ 

݊݌|݌اگر  − ݊ + ۱ ݉݌|݌و  ݉+ −݉ + ۱ +   با کم کردن دو رابطه داريم: ݊
݊|݌ −݉ 

݊݌|݌اگر با رابطه اول جمع کنيم  +   .است تناقض، که ۱
  برای ساختن اين دنباله وجود دارد.هم  ریهای ديگراهنکته: 
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AB||که در آن  ،ABCDالساقين داخل ذوزنقة متساوی P. نقطة ۲ CD،  طوری انتخاب شده که
n nAPB ADC>  وn nDPC ABC> ثابت کنيد .AB CD AD BC+ > +.

  حل:راه
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n . جدولی۳ n× که داريم n با  های جدول را سياه کنيمخواهيم برخی از خانهمی پذير است.بخش ۳ بر
m زيرجدول هر در اين شرط که m× ه ک آن، ازm >  سفيد هایخانه تعداد از سياه هایخانه تعداد ،1

  توانيم سياه کنيم؟حداکثر چند خانه را می .نباشدتر بيش
  حل:راه

  است: 4݇2 برابر مسأله جوابدهیم نشان می باشد. 3݇برابر  ݊ کنیدفرض 

×3 هاياگر جدول را به مربع خانۀ  4که در هر یک حداکثر  آیدبه وجود میمربع  2݇ به تعداد افراز کنیم، 3

  )1( داریم. خانۀ سیاه 4݇2داریم، در نتیجه حداکثر  سیاه

3زیرا هر جدول ، دهدرا نشان می خانۀ سیاه 4݇2ا شکل زیر مثالی ب ×  خانۀ سیاه در آن دارد. 4 دقیقاً 3
 در راستاهاي افقی و عمودي آمیزيرنگ این شکلدر 

  دارند. 3 ناوبت

݉مربع یک زیر ا در نظر بگیرید. برا خواه دل ݉×

݉کنیم مربع ثابت می ݉استقرا روي  روي این  ݉×

  له را دارد.جدول ویژگی مسأ

݉استقرا:  ۀپای = ×2حالت  9 بررسیبا  2,3  9و  2

3 حالت × این  شدهارائه آمیزيرنگبینیم که می 3

  ویژگی را دارد.

݉حکم را براي  = 2,3, … , ݏ − کنیم و فرض می 1

݉براي  =  کنیم.ثابت می ݏ
  است:زوج  ݏ در حالتی که

ݏزیر مربع  × ×2 هايرا به مربع ݏ 2 کنیم و طبق فرض استقرا هر مربعافراز می 2 × در جدول حداکثر  2

ݏپس مربع  ،مربع سیاه دارد 2 ×   هایش سیاه است.نیز حداکثر نصف خانه ݏ

 است:فرد  ݏ در حالتی که
ݏهاي سیاه مربع توجه به فرض استقرا تعداد خانهبا  × تر یا کوچک ݏ

  مساوي عبارت زیر است:
ݏ) − 2)2 − 1

2
+ 2 × ൬2 ×

ݏ − 3
2

൰+
32 − 1

2
 

=
1
2
2ݏ) − ݏ4 + 4− 1 + ݏ4 − 12+ 9 − 1) 

=
2ݏ − 1

2
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xبت و متمايز باشند که دو عدد حقيقی مث yو  x. گيريم ۴ yx y− = −4   . ثابت کنيد:4

( ).
x y

x y
x y

−

−
≤ +6 6

4
3

  

  حل:راه
  دانيممی

۳ݔ + ݕ۲ݔ + ۲ݕݔ + ۳ݕ = ۱ ⇒ ۲ݔ) + ݔ)(۲ݕ + (ݕ = ۱ 
  در نتيجه

۶ݔ − ۶ݕ ≥
۳
۴

ݔ) − (ݕ
ݔ + ݕ

 

⇔ ۶ݔ − ۶ݕ ≥
۳
۴ ۲ݔ) + ݔ)(۲ݕ −  (ݕ

⇔ ۶ݔ − ۶ݕ ≥
۳
۴ ۲ݔ) + ۴ݔ)(۲ݕ −  (۴ݕ

⇔ ۶ݔ − ۶ݕ ≥ ۴ݕ۲ݔ۳− +  ۲ݕ۴ݔ۳
⇔ ۶ݔ − ۶ݕ ≥ ۲ݔ)۲ݕ۲ݔ۳ −  (۲ݕ
⇔ ۴ݔ + ۲ݕ۲ݔ + ۴ݕ ≥  ۲ݕ۲ݔ۳
⇔ ۲ݔ − ۲ݕ ≥ ۰ 

    در نتيجه نابرابری مورد نظر برقرار است.
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گويد: کند و میها تقسيم میاند. مربی تعدادی سيب را بين آنای نشستهزی دايره. پنج کودک باهوش دور مي۵
که هر کس علاوه بر اين چ دو نفری برابر نيست.تعداد سيب هي و اممن به برخی از شما تعدادی سيب داده«

سپس او » بيند.های دو نفری که در چپ و راستش هستند را هم میداند، سيبهای خودش را میتعداد سيب
رويی خود را خواهد که اختلاف تعداد سيب دو نفر روبهکند و از هر کس میها را اعلام میتعداد کل سيب

  بگويد.
تواند با استدلال کم يکی از کودکان میباشد، دست ۱۶تر از ها کمالف. ثابت کنيد اگر تعداد سيب

  .دست آوردجواب درست را به
ها را طوری تقسيم کند که هيچ تواند سيبباشد، مربی می ۱۶ها ب. نشان دهيد اگر تعداد سيب

  کودکی نتواند جواب سؤال مربی را با اطمينان بفهمد.
  حل:راه

کم ها دستکنيم هيچ کودکی نتواند با استدلال جواب سؤال مذکور را بدهد و مجموع تعداد سيبفرض می )الف
  رسيم.است و به تناقض می ١٦

  .است ۵ کمدستمجاور  کودک های هر دوجمع تعداد سيبکنيم لم) ثابت می
تفاضل  است وسيب  ۱سيب و  ۰ ممکن که تنها حالت نيست چرا ۱مجاور کودک های دو جمع تعداد سيب اولاً

  .شودمی مشخصيکتا 
  .های هيچ دو کودکی برابر نيستممکن است، زيرا تعداد سيب ٢و  ٠تنها حالت  نيزباشد  ۲اگر جمع 

,٠} تنها دو حالت کهبا توجه به اينباشد  ۳مجاور کودک های دو ر جمع تعداد سيباگ ممکن  {۱,۲}يا  {٣
د. پس جمع باش {۰,۱,۲,۳} ةمجموعاعضای نبايد از  کودکان ديگر هایتعداد سيبپس  ،است رخ داده باشد

۳برابر با  کمدستکل  + ۴ + ۵ +   .شودتر میبيش ۱۶که از است  ١٨يعنی  ۶
از بقيه پس تعداد سيب  .حالت داريم ودباشد  ۴مجاور  دو کودکهای شابه اگر جمع تعداد سيببه طور م

۴ کمدستنيست. پس جمع کل  {۰,۱,۳,۴} ةمجموع + ۲ + ۵ + ۶ =   .تر استبيش ۱۶از و  ١٧
  (لم اثبات شد.) .است ۵ کمدستمجاور کودک های هر دو پس جمع تعداد سيب

 ندمجاورتا نفر ديگر دو تا دو  زيرا چهارشود حل می مسألهسيب دارد  ۶ کماز کودکان دست يکیاگر ثابت کنيم 
  .تر خواهد شديا بيش ۱۶ هاسيب کل و تعدادسيب دارند  ۱۰ کممجموعاً دست طبق لم پس

باشند که نتيجه  داشتهسيب  ۶و  ۵ش بايد مجاورکودکان  طبق لمد داشته باشوجود سيب  بدوناگر کودکی 
  .است را رد کنيم {۱,۲,۳,۴,۵}ها ست حالتی که تعداد سيبا کافی لذا .دهدمورد نظر ما را می

۱دانيم باشد که می ۵و  ۴ بايد مجاور ۱ در چينش اين اعداد دور ميز، ابتدا توجه کنيد + ۴ = و تنها  ۵
حکم  است و در نتيجه ناقضپس ت ،توانند بيايندنمی {۲,۳}آمده  ۵ماند که چون می {۲,۳}و  {۰,۵}حالات 

  .له ثابت شدأمس
، از مجاورعدد هر کدام از دو  .است ٥و  ٧، ٥، ٨، ٧ چرا که جمع مجاورها جواب است {۱,۴,۳,۲,۶}مثال  )ب

 باشد. {۰,۷}توانست می {۴,۳} و ديگری جمعشان باشد. مثلاً صفرتوانست يکی می رويیهنظر کودک روب
  )است. اعداد روی دايره ظاهر نشدهجموعة مدر  {۰,۵,۷,۸}(توجه کنيد که 
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۶ .X دايرة محيطی مثلث روی متغير اینقطه را ABC از. گيريممی X بر AB و AC رسم دو عمود 
را  Qو  X، P از دايرة گذرنده مرکز. کنند قطع Q و P در ترتيببه را BCگذرنده از  خط تا کنيممی
Y اگر(ناميم. می X، P  وQ را نقطه همان باشند بر هم منطبق Y گيريممی(.  

 روی Y دايرة محيطی، روی X تغيير با ،الاضلاع باشدمتساوی ABCالف. ثابت کنيد اگر مثلث 
  .کندمی حرکت دايره يک

روی يک دايره حرکت  Y دايرة محيطی، روی X تغيير باب. عکس قسمت الف را ثابت کنيد: اگر 
  الاضلاع است.متساوی ABCکند، مثلث 

  حل:راه
ܳܲنتیجه  در و درجه هستند 30دو  هرܴ و ܳ  ،الاضلاع استالف) چون مثلث متساوي =  . فرض کنیدܴܲ

 باشد. ܴܳܲ مثلث محیطی ةمرکز دایر ܵ

෣ܴܲܳ داریم = 120− 2 × ෣ܴܵܳ و لذا درجه است 120 برابر ܴܳ کماناندازة در نتیجه  30 = 120.

ܳܵون چ = نسبت به ܴܳܵو  ܴܳܲهاي هستند. پس مثلثدرجه  30دو  هر ܴܳܵو  ܴܳܵپس  ܴܵ

شود.است و حکم ثابت می ܥܤ نسبت به ܲ ۀقرین ܵاند پس قرینه ܥܤ

روهروب ܲاگر  اکنونافتد. می ܥو  ܤ روي ܴܳܲ دایرة محیطیمرکز  ܵوضوح باشد به ܥ یا ܤروي  ܲ اگر ب)

ܥܤکنیم و تقاطع آن با رسم می ܥܤموازي  ܣرو قطري هگیرد. حال از روبقرار می ܱ روي ܵباشد  ܣقطري 

است ܥܤآن به موازات  ۀیافتبا حالت قبل متشابه بوده و انتقال ܴܳܲدر این صورت مثلث  .گیریممی ܲرا 

روي یک ܵ و ܱ و ܥ و ܤاما واضح است که  .است ’ܲܲدار بر با ܱ ۀیافتاین دایره نیز انتقال در نتیجه مرکز

الساقین باشد. حال به دومتساوي ܥܤܣکه یعنی مثلث  ،دها صفر داشآن طول ’ܲܲکه مگر این نیستنددایره 

.استدرجه  60برابر  መܣ ۀزاویاندازة دهیم روش نشان می

گیریم.در نظر می ܣس را روي رأ ܲ روش اول:
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ةکنیم این عمودمنصف، دایرهمان ارتفاع است. فرض می ܴܳالساقین است عمودمنصف چون مثلث متساوي

که در این صورت چرا نیست ܴܳܣة مرکز دایر ܱقطع کند.  ܵدر  ܱ، مکان هندسی را غیر از ݓ

ܤܱ = ܣܱ = ܱܴ 

مرکز آن است. داریم: ܵکه ممکن نیست. پس 

ܣܵ = ܵܳ ⇒ ܳܣܵ =  ܣܳܵ

ܳܣܥ = ܳܣܤ − ܥܣܤ = 90 − መܣ

ܥܣܵ =
መܣ
2

ቑ ⇒ ܳܣܵ = 90−
መܣ
2

شود:نتیجه می بالااز عبارات 

ܣܳܵ = ܳܣܵ = 90−
መܣ
2
⇒ ܳܵܣ = 180− 2(90 −

መܣ
2

) = መܣ

⇒ ܣܳܥ = 90− ܳܵܣ = 90 − ܵܳܣ,መܣ = 90 −
መܣ
2
⇒ ܥܳܣ =

መܣ
2

چنین داریم:هم

ܦܥܣ = 180− 90− (90 − (ܤ = ෠ܤ

داریم: ܳܥܣ دایرة محیطیدر 
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ܵܣܥ =
መܣ
2

= ܥܳܣ =
کمان ܥܣ 

2
 

ܵܳܥ = 90 − መܣ = ܳܣܥ =
کمان ܳܥ

2
 

  ند.هستمماس  ܳܥܣ دایرة محیطیبر  ܵܳ و ܵܣ نتیجه در

 بگیریم داریم: ܳܥܣ دایرة محیطیرا مرکز  1ܱاگر 

  

ܥ ܣ1ܱ = ܥܣ کمان = ܣܳܥ2 =  መܣ

ܣܥ 1ܱ = ܥܣ 1ܱ =
180− ܥ ܣ1ܱ

2
= 90−

መܣ
2

 

ܦܥܣ از طرفی داشتیم = ෠ܤ = 90− ஺෠

2
ܦܥܣس پ ، = ܥܣ ܣروي  ܥدر نتیجه . 1ܱ   و است 1ܱ

ܥܣ =  ܳܥ

ܳܣܥ و در نتیجه = −90و لذا  ܣܳܥ መܣ = ஺෠

2
 پس 

3

2
መܣ = መܣو این یعنی  90 = 60.  

መܣ یدفرض کن ،کنیماز برهان خلف استفاده می روش دوم: < 60.  
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ܳܣܴکه توجه به اینبا  = 180− ܴداریم  መܣ = ܳ = ஺෠

2
.

መܣ < 60 ⇒  90 − መܣ >
መܣ
2
⇒ ܤܴ  > ܥܳ, ܤܣ > ܥܣ

هستند ܳܣمنصف در یک طرف عمود ܥو  ܣ نقاط و ،ܴܣدر یک طرف عمودمنصف  ܤو  ܣ نقاط در نتیجه

ܰܵܯپس  > یم:دار محاطی هستند ܵܥܱܤو  ܵܰܣܯاز طرفی چون  و ܥܵܤ

ܰܵܯ = ܰܣܯ−180 = መܣ
ܥܵܤ = 180− ܥܱܤ = 180− መܣ2

ൠ ⇒ 180 − መܣ2  < መܣ   ⇒ መܣ  > 60 

መܣکه با فرض  < در تناقض است. 60

መܣاگر هم فرض کنیم  > መܣشود شوند و نتیجه میفوق برعکس میهاي يبرابراین بار تمام نا 60 < که 60

ۀقرار دارند منظور از زاوی ܥܤدر یک سمت  ܣو  ܵی که توجه شود که در مواقع باز تناقض است. فقط باید

.استقسمت بزرگ آن  ܥܵܤ
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